H tpyotounon g yoviag pe tn pondera cvvap-
TNGLUK®OV GYEGEMV

TOV AVTAVIOV A. AVTOViov

Hepidnyn:

Avo amd Ta drdonpa padnuotikd TpofAiuata ival n pe Kavovo Kot dto-
BN, TprYOTOUNGN TNG YOVING Kot 0 TETPAYOVICUOG TOL KOKAoL. Mali pe
70 Sumhacloo o Tov KOBov (Ao TPOPANLM), TOTEAOVY Ta TPiot KAOGL-
K6 TpoPfAquata g apyotdtrog. Eival yvootd 6Tt 10 «dAvTton TV mpo-
BAnpatov ovtov aviyetotiodnke oplotikd pe ) Oswpio Tov Galois
(1832)%.

Eivar eniong yvootd 611 1 enilvon tov TpofAnudtov avtodv gival duva-
™ pe ™ Ponbeto KapmvAwy (dpo Kot opyavmv) avotépov tov 2% Bab-
LoV, 6nmg eivol 1 KIGG0EONG ToV AlokAN Yo To ANAto TpoOPAnpa, 1 Koy-
YOEWNG KOUTOAN ToLv Nukopndn ya v Tpryotdéuncn mg yoviog (mpPA.
Kot [4]) kou n vaepPatiky kapmdin tov Pocov punya-vikov Abdank Aba
kanowicz (1890) yia tov teTpay@vioud Tov KOKAoL (TpPA. [2]).

‘Eva 6pog mpaypatikd evotapépov Bépa stvor n tpryotdunomn e yoviag,
OAAG KOl O TETPAYOVICUOG TOL KUKAOL, pe TN Ponbela g oneipag tov
Apyundn kot kot exéktaon pe ) fondeio cuvapTNoIOK®OV GYECEWDV.

To 6épa avTo STPAYUATEVOUAGTE, LLE GYETIKT] GUVTOUIO GTT] GUVEXELDL.

1 H avTipetdnion tov TpoPANIaToc ToV TETPOYOVIGHOD TOV KOKAOD OmaiTnoE Mo «Ho-
viépvegy pafnuatikég évvoieg, 0nmg ot vrepParticoi apBpoi (Cantor 1873, Hermite
1874, Lindemann 1882).



Zusammenfassung:

Zwei der berithmten mathematischen Probleme sind die Dritteilung des
Winkels und die Quadratur des Kreises. Zusammen mit dem Delischen
Problem sind die drei klassischen Prpbleme der Antike.

Es ist bekannt, dass das "Unlosbare" dieser Probleme mit der Galois-
Theorie endgiiltig bewiesen woerden ist. Es ist auch bekannt, dass die
Losung dieser Probleme mit der Hilfe n-grades Kurven (n > 2) méglich
ist.

In diesem Artikel wird, sowohl die Drittteilung des Winkels als auch die
Quadratur des Kreises mit Hilfe der Spirale von Archimedes und funk-
tionalen Gleichungen behandelt. Es wird dabei beriicksichtigt, dass die
Spirale von Archimedes ein Spezialfall der funktionalen Gleichungen ist.

1. H ortgipa tov Apyyuon (287-212 w.X.)

O Apyymdng oto £pyo tov «llepi elikwvy pelétnoe pe tpdmo eEapeTikd
KOUWO TIS W10TNTEG TG EMimedng EMKag 1 omeipag, n onoio ovopdleTot
TPOG TIUNV TOV «XZ7EIpa TOV Apyiuony.

H xopmdin avt) opileton g e&nc:

Opropdg (1): Oswpovpe v nuievdeio OB, N omoia pmopel va TepioTpé-
eeton Tov otafepod onueiov O. [Mave 6 avtv Kwveitar onueio P pe
otabepn| ToyvTTa 0md to O Tpog to B. O yempetpucodg tomog tov onpei-
ov P xatd ™ dutAn avty| kivnon kaAeitor oneipa tov Apyynon.

H oneipa tov Apyundn, oyt novo tpryotopuei ) yovia AOB (PBA. endpe-
vo oynua), 6mwg Ba eEnynoovpe otn cuvéxeln, oAl kot T xwpilel o€ N
ioec yovies.



O mopamdve optopog 1oodvvayplet e Tov akdiovbo:

Opopog (2): AobBévtog evog kv-
Khov pe kévipo O wol oktiva
OA=a (PA. owmlavo oynua), Oa
Aépe Ot 10 onueio P avikel ot
oneipa, av 1 amdGTACT TOV ATd TO
O wovton pe 10 pPnKog tOEoL e
emikevipn yovio AOB=0.

H wsodvvapio tov mapamdve opt-
ouav (1) xon (2) mpokdmrel dpeoa:
[pdypa-t, cdppova pe tov opt-
ouo (1) To onpeio P ovppetéyet o
d00 KIVNGELC.

Koatd ™ o mepiotpépetor mepi
tov onueiov O pe ™ yoviokn to-
YOTNTA, £6TO M, KOl KATA TNV GAAN
Kwelton ent g OB pe ypappikm
TaxvTNTO, £6TM V.

Enopévag oe ypdvo t  Béomn tov mapandve onueiov Ba meprypdpeTon
ar6 to OP=r ka1 and ) yovia 0 aktviov

Apa Ba givat: :% | B:%, arn’ omov mpokvmrel: vi=ab 11 OP=00 1
a

r=0.0.

H tehevtaio oyéon amotelel mpopavdg kot v e€icmon g oneipag oe
TOAMKEG CUVTETAYUEVEC.



a) H tpyyotopnon g yoviag

H tpyyotoéumon g yoviog AOB pe ) PBonbeia g oneipag elvarl tdpa
€0KOAN VOHED.

Awpovrog to tuque OP  oe  tpla foo  evBdypoappo  tunpoto
OP1=0P>=0P3, P3=P kot Oswprvrag tovg xdxiovg (O,0P1), (O,0P2),
(0,0P3) opilovtar ot oneipa ta onueion T1, T2. Ot gvbeiec OT1, OT?
yopilovv v apykn yovia AOB oe tpelg ioeg yovies.

Eivar mpogavég otL dwpovtog to tumqpe OP oe n ioa gvb. tpumquoto
OP1=0P>=...0Py, Ph=P kot Oempmdvtag tovg kdxiovg (O,0P1), (O,0P2),
..., (0,0Pn) opiCovtar o1 onel-pa o onpeia T1, To,..., Tn1 Ko enopévag
ot ev0eieg OT1, OTy, ..., OTn1 yopilovv v apyikn yovia AOB og n iceg
yoviec.

B) O teTpay®Viopog Tov KUKAOL

. L T, T . , .
Etvor pavepd, o1t yo 925 elva rZaE , omote 10 opboydvio pe Paon 2a

KO VYOG (x-g et epfadov mol.

‘Etot, pe m Ponbeia g oneipag tov Apyundn, emrvyydvetan Kot o te-
TPAYOVICUOG TOV KOKAOV.

2. H yevikeopévn n-oneipo

[Mapatnpodvrtag 0tL 10 dBpotoua dV0 orelp®v Tov Apyundn r=ab, r=ho,
givor o AN apyundeto oneipa r=(o+0b)0, mpoxdmtel to evdiapépov
oLUmEPACA, OTL TO TPO-PANLA TNG TPLYOTOUNGCNG TG YOVING KOl TOV TE-
TPAYOVIGHO TOV KOKAOL akTivag atb, Oo propodoe va emivbel gite péco
g oneipag r=af mapaméunovyv ctov akdAovbo yevikevpévo apluo (pe
R+ ovpPoAiilovpe To GHVOAO TV LN PVNTIKOV TPOYHATIKOV oplOUmV).



Opropodc: ‘Eoto 1 otabepdg uoikdg aptBpog n>2.

Opilovpe cav yevikevpévn oneipa (N-omeipa), ™ cvvépmon F: R+2—>R+
N onoia ywo a,0,6>0 kavomotel T1g akdAovbec cuvOnKeg:

i) F(atb, 0)=F(a,0)+F(b,0)

i) F(, 2 )= F(0,6)
n" n
To enduevo Bedpnua yapaktpilel T N-omeipa:

Ozopnpo:

INa n>2, pa cvvapmon F: R+>—R+ givor n-ongipa, av ko povo av,
VAAPYEL OLVAPTNGY @ TETOW, (OOTE: F(a,0)=a¢(0) Kol

(0} (%) = % 0(X), Yo kaBe XeR+ kav @(0)=0.

Améoen
‘Eoto F p n-omeipa. Opilovpe v ¢ ond v wodémra: ¢(0)=F(1,0),
oOmOTE:

0 0\ 1 1
—|=F1L=|==F@1L0)==0(0 0)=0, :
@(nj ( nj - 1,0) n<P() Ko ¢(0) apov

000 [ 2 )= 400)

Amopéver va dei&ovpe 0t woyvet: F(a,0)=aF(1,0)=a¢(0).

Avtd mpokvmTel 0md To akOlovbo yevikdtepo Anupa (Anupa Darboux),
v f(a)=F(a,0).

Mo v anddeEn tov Anppatog PA. [1].



ANppa (Darboux):

‘Eot® n ouvaptnon f: R—>R, yio mv omoia woyven: f(x+y)=f(x)+f(y) (e&i-
owon Cauchy). Avn f etvau:

a) cuveyng o’ €va onueio Tov TEdioL OPIGHOV TGN

B) un apvntikn (M un Betikn) o€ pa TEPLoyN ToV X N

Y) epayuévn o’ éva dtdotnua (a,b), tote: f(X)=Ff(1)x yia kabe XeR.

YOVETELEG TOVL TTOPOTAvV® BempnoTog ivar Ta akdAovOa Topicpata.

épwopa (1): 'Ecto F o n-oneipa. Tote, yio 00, n kapmdAn r=F(a,0),
0€ MOAKES GUVTETAYUEVES, Ypilel kdBe yovia N ioa pépn.

AméoeiEn: Av n ovvapton ¢(0) yapakmmpilel o yovia 6 oktvov, tote
N aAndea Tov mopioparog mpokvmtel and TG oxéoels: r=F(a,0)=ap(0)

0 1
Flo,~|=a=q®
Kol (a nj an(p()

Hopropa (2): Av n F givon pia yevikevpévn omneipa, n omoia yioo =3 Ko
n=5 elvar cuveymg 1 povotovn, tote n F givon n oneipa tov Apyunon
F(a,0)=a0.

AT6d1En: Amd v opoyévela TG @ woydet: e(3%5M-0)=3K5M.¢(0), émov

kK, m Betwcoi aképatol. Amod 10 Yyeyovog, emiong, OTL (p(?)ikj:?,ik@(e)’
0 )_1 o K m Berucol acé o
0 o _S—m(p( ), K, m Betcoi axépatot, mpokvmTeL OTL:

K e 1 1 1 1 K e



Apa: @(3%-5M-0)=3%5M.¢(0) yia kGBe k,meZ.

Emedn opwg ::—g ¢Q, (Q 1o ovvoro TV pnTGOV), T0 GHvoro {3K-5M:
kmeZ} givar mokvo oto R+ (BA. emdpevn Pondntiky mpdtoom kot amdd.
010 [3]), ondte N aAnBela TOL TOPIGUATOG TPOKVATEL ATTO Tr) GLVEXELD N
N povotovia To epoyuévo g F.

BonOntwn npdétaon:
To oovoro {Zmn=k™A" k,AeN, mneZ} eivon nokvd oto R+, 10TE KO
InA

uovo tote, ov — Q.
Ink

Hoapatypnon: And v anddelEn Tov Topiopatog (2) eivatl pavepd Ott ot
oneipeg Tov Apyuundn Ppiockovtan «tvkvdy péca 6to Rs.
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